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TD 5: Systemes a deux niveaux — Résonance magnétique nucléaire

1 Systémes quantiques a deux états

De nombreux problemes de physique quantique peuvent se ramener a I’étude d’un systeme a deux niveaux. C’est
exactement le cas de la dynamique d’un spin 1/2 par exemple, mais aussi des approximations de systémes a plus de
degré de liberté.

On considere par exemple deux atomes isolés (H et CI pour fixer les idées). On suppose qu’une seule orbitale
¢; d’énergie €; est accessible pour chacun des atomes. Lorsqu’on rapproche les deux atomes, un couplage entre les
deux états s’établit. Dans la base {|¢1),|¢2)}, le hamiltonien du systéme possede alors des termes croisés non nuls

(0] 01) = (91 1] 92)" = W.

1. Ecrire le hamiltonien total du probléme sous forme matricielle et calculer ses énergies propres E, et E_. Si
on avait £ = &, justifier I’appellation de levée de dégénerescence.

On pose A = g — & (le désaccord) et E = %(81 + &). De fagon similaire 4 1’étude du spin 1/2 !, les états propres
d’un tel systeme peuvent s’écrire sous la forme
_ 0 —i? 0 i? 4w 2 .
‘er) A‘C.()S92 eil.gz |¢1>'|_Sll'lg ei;‘¢2> avec sinzez%etW: ‘W|elq). (1)
ly_) = —sin3 e™"2 1) +cos 5 e'2 [¢) 4W |2+ A

2. Réécrire les énergies propres en fonction de E et A, et les tracer en fonction de A en maintenant E constant,
pour plusieurs valeurs de |W| (dont W = 0).

3. Supposons que I’on prépare le systeme dans 1’état |¢;) a7 < 0, puis qu’on branche subitement le couplage W
entre les atomes. Exprimer 1’état |y/(¢)) du systeme en fonction du temps.

4. Calculer la probabilité qu’il soit aprés un temps ¢ dans 1’état |, ), et la tracer en fonction du temps. On choisira
différentes valeurs de A.

2 Résonance magnétique nucléaire

L’ objectif de cet exercice est de décrire le mouvement d’un moment magnétique dans un champ magnétique com-
posé d’une partie statique et d’une partie oscillante. C’est le principe de la RMN, a la base de nombreuses applications
dont une technique de caractérisation en gllimie et deLimagerie (IRM) en médecine. -

On considere un champ magnétique B = Bye, + B (¢) ou By est un fort champ statique (quelques teslas) et By (t)
est un champ magnétique tournant a la pulsation  (typiquement dans les radio-fréquences) dans le plan xOy. La force
du champ B est plusieurs ordres de grandeur en-dessous de By.

Approche classique

Afin de résoudre 1’équation d’évolution du moment (£ (z), on se place dans un référentiel %’ tournant 4 Q selon
I’axe Oz. Soit (€, €y, €,) une base orthonormée du référentiel %’ superposée a la base cartésienne (&5 ,e_y’ ,&,) de Z a
t = 0. On pose w; = —YB; et wy = —YBy. On rappelle que

an
dt P

1. L’analogie avec le spin peut étre poussée tres loin, tout systeme a deux degrés de liberté peut s’écrire sous la forme d’un spin fictif.

i

= — Qe AH(1). 2
oW e AL () @)
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5. Déduire de Eq. (2) I’équation du mouvement de 1£(z) dans le référentiel tournant. Montrer que cela revient
. . =g
a étudier le mouvement d’un moment dans un champ magnétique effectif statique B.; dont on donnera
I’expression en fonction de ¥, Aw = Q — wy et w;.

6. Commenter le mouvement du moment dans le référentiel %’ en fonction des valeurs de Aw et @;. Tracer son
évolution temporelle.

Approche quantique

7. Rappeler I’expression des matrices des opérateurs de moment cinétique propre Sy, §y et S, dans la base
{|+),|—)} des états propres de S,. Montrer que la matrice du hamiltonien peut s’écrire

_ i wy o efin
(H) = 2 <(01 e gy ) (3)

On s’intéresse a la dynamique d’un état |y) qu’on décompose sur la base {|+),|—)} en :

W) =ay () |4+) +a-()|-) )

8. Soit I’état quantique |¢ (1)) = b (t)|+)+b_(1)|—) tels que b (t) = et1% ay (). Ecrire les équations vérifiées
par les coefficients b4 (¢). Quel est I’équivalent classique de ce changement de variables ? En déduire que cela
revient a résoudre 1’équation matricielle

L dle) -

avec H une matrice 2 x 2 indépendante du temps que 1’on exprimera.
9. En utilisant les résultats du premier exercice, calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de H.

10. On suppose que |y(r = 0)) = |+). Montrer que 2, _ = |(—|0(¢))|* = |(—|w(¢))|*. En déduire I’expression
de &, _(t) en fonction de w; et Aw.

11. Tracer et discuter ce résultat pour Aw = 0 et 21/2;. Justifier la dénomination de « résonance » magnétique.
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